MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

OKPYRHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

24. ¢pedpyap 2018.

IlpBu pa3pen — A rareropuja

Axo cy a, b u ¢ mpupoaau GpojeBu TakBu ma cy GpojeBu
24% + 2042018 w  10°+ 3% 4+ 2018°

nemuBy ca 7, mokaszaru ma 6poj 30° + 3¢ + 2018° muje memus ca 7.

Hahu cBe mudpe n u 2018-rouudpene npuponue O6pojeBe T, T = Azo17 - .. A2G100, TAKBE
a8 BAXKU

n-x = (ag17 +n)...(a2 +n)(a1 +n)(ag +n).

Kpysxuuna ynucana y AABC nomupyje crpanune BC, CAu AB y taukama D, F u F,
penoMm. Youena je tauka K ca ucre crpane npaBe EF kao u tauka A, U IPUTOM BasKu

AKFE = {ACB u AKEF = LABC. Hoxraszatu: KD 1 BC.

3a cxyn X, ospaunmo Z(X) ={Y :Y C X}. (Ha npumep: Z({1}) = {@,{1}}, jep cy
noackymosu ckyna {1} ckymosu @ u {1}; £(@) = {&}, jep ckyn & uma TavHO jenan

monckym, u To je &.) Ca P"(X) oszmauaBamo uspasz P (A(... #(X)...)), rme je &
2018

npuMmemeno n nyra. Hahu cBe nmBoesmementre moackymnose A ckyna U P" () Taxse na

n=1

Bazku A C P (A).

Maxkcum u Muna urpajy urpy ,,[llammuonu norosurne “. Hajupe Makcum moBiaaun jenny
npaBy y paBHU, 3aTuM MuHa MOBJIAYM NpaBy Pa3IWUUTy O OPETXOTHO HOBYUYeEHe, Ia
oHma ormer MakcuM moBJayy NpaBy Pa3IWUUTy O JBE IPETXOTHO IOBYyUYEHE, U TAKO Ha-
n3MenuyHo. Vrpa ce 3aBpmasa kaa Oyne HOBy4YeHO yKynHO 18 mpasux (jacHo, mociyen-
wy he mosyhu Muna). Makcum mobebyje yronuko nocroju sume ox 100 pazmuaurux
IpecevyHnxX Tavaka HOBydeHUX npasux, a Muna noGebyje y cympormom (Tj. ako uma
100 mu mame TakBux Tadvaka). Ko uma nobemHuuky crparerujy?

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ipyru pa3pen — A kareropuja

Y 3aBUCHOCTU O PEAJIHOT IapaMeTpa G, PEIINTHU jeTHAUUHY
V2zr—a—+vVr—1=2

y CKyIly peajHux Opojesa.

Hosumna sa tpenunry raba kom. 3a cBaku moromgak noouja 1 moeH, a 3a CBaKM IPOMAIIA]
oay3uMa My ce k moeHa, rue je k ¢durcupan nupuponas 6poj. (Ha mouerky uma 0 noena,
a OpOj OCBOjEHUX IIOEHA y HEKOM TPEHYTKY TOKOM TPDEHWHIa MO)Ke OWTU M HeraTUBaH.)
Ha kpajy Tpenunra Hosuna je mmao k moena. Ako je mosuato ma je Hosuma moromuo
y Bume oxn 75% a mame on 80% on ykymuor 6poja Ganmama, onpemutu k.

Hat je AABC, uuju je opronenrap H, a M je cpemumre crpanune BC. 3a nomHo:xje
mopMmaJsie N u3 H nwa AM Baxu AN = 3MN. Hokazaru: AM = BC.

IIpernocraBuMo na ce CBU MO3UTUBHM AEIUOIM IpupoaHor Gpoja n (yrmyuyjyhm 1
“ N) MOTYy TNONEJIUTH y AWCjYHKTHE MApOBE HAa TaKaB HAUMH Ia je 30up OpojeBa y
cBakoM mapy mpoct 6poj. [lokazaru na cy oBako mobujenu npoctu 6pojesu mehycobuo
pa3INYUNTH.

Bpoj 30BeMo wmezanpocm ako je mpocT, cBaka muppa My je mpoct 6poj u 36up mudapa
My je mpoct 6poj. HorazaTtu ma merampocrux OpojeBa ca 2018 mudapa mma mame onx
11 - 42015.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka meTramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Onpenuru HajMamy BPEIHOCT (YHKIM]jE

Ha uHTepBaJy T € (9,00).

Y cryny mpupomHUX OpojeBa PEmuTU jeTHAYUNHY

! +4 =4(z + 3)Y.

Hera cy BE u CF Bucune omrpoyrior ANABC, AB # AC, a M u N, penom, cpeaumra
nysxku BC u EF. Jlokazatu na meHTap Kpysxaure onucane oko AAM N nexu Ha TpaBoj
kpo3 A mapamennoj npasoj BC.

Hahwu cBe mpupomme 6pojeBe n > 2 3a Koje mocToje MehycoOHO pa3nuuuTi peasiHui
Opojesu aq,as,...,q, TAKBU Oa Cy UCIOyHeHA ciaemeha mBa ycaoBa:

e Kaja ce CBaKU OJ OBUX N OpojeBa 3aMeHu 36upoM npeoctanux n— 1 Gpojesa (cBux
ocuM mera), nobuja ce UCTU CKyT OPOjeBa;

e He IIOCTOjU MOJeiia OBUX N OpojeBa HA OBA AUCjYHKTHA HEMPAa3HA CKyIa TAaKBa I
cy cyme (n+ 1)-ux cremena esemenara Tux ckynosa mMehycobHo jennake.

Komnjyrepcku umn ce cacroju om n Tpan3ducropa. Hekn TpansucTopu Cy mOBe3aHU

BOJOBMMa. 3a CBaKa ABA TPAH3UCTOPA T U Y BAMKU: YKOIUKO T W Y HUCY MOBE3AHU

BOJIOM, TaJda U3 TPAH3WUCTOpA T ¥ Yy yKynHO moja3u 6ap n — 1 Bomoma. [lokazaru na
n

yEKymaH O0poj BOOOBa mM3HOCU Oap %

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

Hexka je S menmpasan CKyn 4yuju Cy CBU €JIEMEHTU MPOCTU OPOjEBU, U HEKA je UCILYEHEHO:
3a cBe p,q € S (ue ob6aBe3Ho pasnuuute) Gap jeman npoct ¢paxrop 6poja pg+ 1 Takobe
jey crymy S. [lokazatu ma ce y ckymy S Hamasu 6ap jeman mpoct 6poj obauka 4k + 1.

[TocToju mu peasam 6poj x 3a KOju Bayku

cosx < cos2x < cosdx 7

Hat je jennakorpaxu NABC, AB = AC. Heka je k merosa omucana Kpy:KHULA, C IE€H-
Tpom y Ttauku O. Ha kpahum sykoBuMma AB u AC nare cy tauke X u Y, PECIEeKTUBHO,
takse na Baxu L X BA = LY AC. Hegka je X' Tauka ocHOCMMeTpUYHA TAYKU X y OJHOCY
Ha mpaBy AB, u Heka je Y' Tauka ocHOcuMeTpuuHa Tauku Y y omHocy Ha mpasy AC.
Hokazarn: OX' = OY".

Ilara je mpasua Tabma 2018 x 2018. Urpaun A u B mamsmenuuno, mouesB on urpava
A, bupajy mo jemHy xosioHy Ha Tabau (kKoja He cMe OUTU CKPO3 MONYyHEHA) U Ha IIPBO
npasHo nosme (rIeJaHo om03ro HauoJe) ynucyjy jemay nudpy oxm 0 mo 9. Ilpurom ma
HOJbUMA Y TIPBOj BPCTH U y IIPBOj KOJOHM He cMe butu ymucana madpa 0. Haxom 20182
more3a, nudpe y cBakoj Bpctu obpaldyjy mo jeman 2018-tomumdpper Opoj, m mudpe y
CBaKOj KOJIOHU 00pa3yjy no jeman 2018-tomudpen 6poj. Urpau A moGebhyje aro cy Hap
nBa on osux 4036 6pojesa mpocra, a urpau b nobebyje y cynporaom. Koju urpau uma
noOGeTHUYKY CcTpaTerujy”?

Hahu cBe nmpuponse Gpojese m u k TakBe ma ce ucnucusameM Opojesa m! u k! jemsor
u3a Apyror nobwuja (axropmjas HEKOr NPUPOIHOr Opoja.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

Hlat je AABC, nvan unjom je crpanunom AC Kao HAI MIPEYHUKOM KOHCTPYUCAHA KPY-
skauna k. Kpyskauna k nposasu kpos cpemumre crpanutne BC, a crpauuny AB ceue

y Tauku D takBoj ma Basku AD = iDB' Axo Basku AC = 60, u3zpauyHaT TOBPIIUHY
NABC.

Ha crpanunama AB u BC napanenorpama ABCD onabpane cy tauke K u M, penow,
takBe na Baxku AK : KB=2:3u BM : MC =2 :1. Hahu onuoc nospmmuuaa ABKM u
P(ABKM)

ADKM, Tj. nu3padyHaTu BPegHOCT m

Komnzuer ox 55 nomuna canp:xu cBe moryhe kombunanuje nsa 6poja ox 0 1o 9, yrmbyUy-
jyhu u nomune Ha KojuMa je mBa myta uctu 6poj. (Ha caunu cy npukasane Tpu qoMuse:
IOMMHA Koja canp:ku O0pojese 3 u 4, nomuna Koja canp:xu 6pojese 0 m 9, 1 moMuHA KOja
canp:u mBa myTa 6poj 3.) Konmko tauknna mma yKyImHO y [EIOM KOMILIETY OOMUHA?

Heka cy a, b u ¢ nmpupoauu 6pojeBu.

a) Axko cy ab u be ky6oBu TPUPOIHUX GpojeBa, MOKA3aTH fAa je u a’c Ky® MpUpOIHOT
Opoja.

b) Axo cy a*b, b3c® u ¢’a KyGoBu mpUpoaHUX GpOjeBa, JOKa3aTH Aa Cy a, b u ¢ KyGoBu
IpPUPOTHUX OpojeBa.

Y CcKymy peaJiHUX OpOjeBa PEIUTH jeTHadnHY

| — |2z — |3z — 1]|| = 1.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPa3IOKUTH.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

Komuko nmocToju yerBOponupeHnx Nnpupoaaux 0pojeBa KOju ce MOTY 3alMCATHA TTOMONy
uudapa 0,1,2,3,4,5,6, ako cBe mudpe Mopajy Oouru paznuuure m 30up nudapa Tpeda
na m3Hocu 157

Kpysuuna k ynucana y tpanes ABCD, AB || CD, nomupyje crpanuny AB y tauku E.
Aro Bazkn AE =15, BE =10 u CD = 8, onpeauTu MOJLYyIPEYHUK KPY:KHUALIE K.

2

Hahu majumamu npupoman 6poj n takas ma 6poj n® moumme ca 2019 (rj. na Baskwu

n? =2019...).

Y 3aBUCHOCTU O PEAJIHOT IapaMeTpa G, PEINTHU jeTHAYUHY

z=a—Va?—z\/22+ a?

y CKyIy peajHux Opojesa.

[Monymwasame Tabaune 3 X 3 6pojeBuma ox 1 10 9 HABUBAMO Ma2UNHU K8AOPAM AKO je
CBakKu OpPOj MCKOPUITNEH TAYHO jeIHOM, WM MPUTOM CYy 30MPOBU ¥ CBAKOj BPCTU, CBAKO]
KOJIOHU U Ha 00e mujaronasie ¢Bu Mehycobuo jemmaku. OapenuTy KOJIMUKO MOCTOJU Pa-
3JUYUTUX MAruvyHux kBagpata 3 X 3. ([IBa marmuba KBaapara CMATPaAMO Pa3IUUUTUM
ako 0ap Ha jemHOM IOJbY MMA]y YIUCAHE pasauuure Opojese.)

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTrasHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Ha maxoBckoMm TypHEpPY ydecrtByje n maxucra. CBako je ca CBAKMM OQUrpao mo k
napruja. Onpenutu cBe mMoryhie BpemHocTu 3a n u k ako cy yKymHO omurpane 224
napTuje.

Koauko pemema jennaunne
sin3x —sinz 4+ cos2z =1
nexu y nHTEpBaNy [2,24]?
Pemurtu cucrem jenmaunna
a+b=S§;
a® +b* +c* =32

Yy CKYyIly peaJlHUX OpojeBa.

Ocuosa nupamuge SABCD je pom6 ABCD, ca yraom ox 60° y temeny A. Ilyxuna
Ooune uBuine SA je jemHaka moysKuHU cTpanulle Tor pomba. JlokazaTu:

SB? 4+ SD? = SC2.

HokasaTu na jenHauyuHa

Va2 +3z+1+\y? —y+3=2017

HeMa pellema y CKyIy LeianX OpojeBa.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTrassHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

O ppeautu noppunHy Qurype koja je y IlerkaproBom KoopauHATHOM cucTemy onpebena
HejeTHAUMHAMA:

Oapenutu kKoNMKO OCTOjU TPOjRU (a, b, ¢) npupomanx Gpojesa He Behux ox 2018 TakBux
na cy OpojeBu
24* + 20 +2018°  wm  10°+ 3% +2018°

oeJbUBU ca 3.

Ha crpanumu BC jennakocrpanuunor AABC youena je tauka M. IlokaszaTu:

MB-MC = AB?> — AM?.

Tabaumna n X n nonymana ce 6pojeBuma 1, 0 m —1 Ha TakaB HauUUH na 30upoBU OpOjeBa
y CBaKOj BPCTU U y CBaKO] KOJOHU (yKymHO 2n TakBux 30uposa) cBu Oymxy mebhycobHo
paznmuuutu. la gm je oBo moryhe moctuhu 3a:

a) n=3;
b) n =47

Y 3aBUCHOCTHM O PEaJHOr MapaMeTpa G, UCIUTATU KOJUKO PA3IUUUTUX PEATHUX pe-
mema UMa, jeTHaAUNHA
22— 3z =a.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUTH.



