
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

24. februar 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Ako su a, b i c prirodni brojevi takvi da su brojevi

24a + 2b + 2018c i 10c + 3a + 2018b

deǉivi sa 7, dokazati da broj 30b + 3c + 2018a nije deǉiv sa 7.

2. Na�i sve cifre n i 2018-tocifrene prirodne brojeve x, x = a2017 . . . a2a1a0, takve
da va�i

n · x = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)(a0 + n).

3. Kru�nica upisana u 4ABC dodiruje stranice BC, CA i AB u taqkama D, E i F ,
redom. Uoqena je taqka K sa iste strane prave EF kao i taqka A, i pritom va�i
]KFE = ]ACB i ]KEF = ]ABC. Dokazati: KD ⊥ BC.

4. Za skup X, oznaqimo P(X) = {Y : Y ⊆ X}. (Na primer: P({1}) = {∅, {1}}, jer su
podskupovi skupa {1} skupovi ∅ i {1}; P(∅) = {∅}, jer skup ∅ ima taqno jedan
podskup, i to je ∅.) Sa Pn(X) oznaqavamo izraz P(P(. . . P(X) . . . )), gde je P

primeǌeno n puta. Na�i sve dvoelementne podskupove A skupa
2018[
n=1

Pn(∅) takve da

va�i A ⊆P(A).

5. Maksim i Mina igraju igru ,,Xampioni dokolice“. Najpre Maksim povlaqi jednu
pravu u ravni, zatim Mina povlaqi pravu razliqitu od prethodno povuqene, pa
onda opet Maksim povlaqi pravu razliqitu od dve prethodno povuqene, i tako na-
izmeniqno. Igra se zavrxava kada bude povuqeno ukupno 18 pravih (jasno, posled-
ǌu �e povu�i Mina). Maksim pobe�uje ukoliko postoji vixe od 100 razliqitih
preseqnih taqaka povuqenih pravih, a Mina pobe�uje u suprotnom (tj. ako ima
100 ili maǌe takvih taqaka). Ko ima pobedniqku strategiju?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti jednaqinu
√

2x− a−
√

x− 1 = 2

u skupu realnih brojeva.

2. Novica na treningu ga�a kox. Za svaki pogodak dobija 1 poen, a za svaki promaxaj
oduzima mu se k poena, gde je k fiksiran prirodan broj. (Na poqetku ima 0 poena,
a broj osvojenih poena u nekom trenutku tokom treninga mo�e biti i negativan.)
Na kraju treninga Novica je imao k poena. Ako je poznato da je Novica pogodio
u vixe od 75% a maǌe od 80% od ukupnog broja bacaǌa, odrediti k.

3. Dat je 4ABC, qiji je ortocentar H, a M je sredixte stranice BC. Za podno�je
normale N iz H na AM va�i AN = 3MN . Dokazati: AM = BC.

4. Pretpostavimo da se svi pozitivni delioci prirodnog broja n (ukǉuquju�i 1
i n) mogu podeliti u disjunktne parove na takav naqin da je zbir brojeva u
svakom paru prost broj. Dokazati da su ovako dobijeni prosti brojevi me�usobno
razliqiti.

5. Broj zovemo megaprost ako je prost, svaka cifra mu je prost broj i zbir cifara
mu je prost broj. Dokazati da megaprostih brojeva sa 2018 cifara ima maǌe od
11 · 42015.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Odrediti najmaǌu vrednost funkcije

f(x) =
x2

x− 9

na intervalu x ∈ (9,∞).

2. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

x! + 4 = 4(x + 3)y.

3. Neka su BE i CF visine oxtrouglog 4ABC, AB 6= AC, a M i N , redom, sredixta
du�i BC i EF . Dokazati da centar kru�nice opisane oko 4AMN le�i na pravoj
kroz A paralelnoj pravoj BC.

4. Na�i sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoje me�usobno razliqiti realni
brojevi a1, a2, . . . , an takvi da su ispuǌena slede�a dva uslova:

• kada se svaki od ovih n brojeva zameni zbirom preostalih n−1 brojeva (svih
osim ǌega), dobija se isti skup brojeva;

• ne postoji podela ovih n brojeva na dva disjunktna neprazna skupa takva da
su sume (n + 1)-ih stepena elemenata tih skupova me�usobno jednake.

5. Kompjuterski qip se sastoji od n tranzistora. Neki tranzistori su povezani
vodovima. Za svaka dva tranzistora x i y va�i: ukoliko x i y nisu povezani
vodom, tada iz tranzistora x i y ukupno polazi bar n − 1 vodova. Dokazati da

ukupan broj vodova iznosi bar
�n
2

�
2
.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je S neprazan skup qiji su svi elementi prosti brojevi, i neka je ispuǌeno:
za sve p, q ∈ S (ne obavezno razliqite) bar jedan prost faktor broja pq + 1 tako�e
je u skupu S. Dokazati da se u skupu S nalazi bar jedan prost broj oblika 4k + 1.

2. Postoji li realan broj x za koji va�i

cos x < cos 2x < cos 4x ?

3. Dat je jednakokraki 4ABC, AB = AC. Neka je k ǌegova opisana kru�nica, s cen-
trom u taqki O. Na kra�im lukovima ÷AB i ÷AC date su taqke X i Y , respektivno,
takve da va�i ]XBA = ]Y AC. Neka je X ′ taqka osnosimetriqna taqki X u odnosu
na pravu AB, i neka je Y ′ taqka osnosimetriqna taqki Y u odnosu na pravu AC.
Dokazati: OX ′ = OY ′.

4. Data je prazna tabla 2018 × 2018. Igraqi A i B naizmeniqno, poqev od igraqa
A, biraju po jednu kolonu na tabli (koja ne sme biti skroz popuǌena) i na prvo
prazno poǉe (gledano odozgo nadole) upisuju jednu cifru od 0 do 9. Pritom na
poǉima u prvoj vrsti i u prvoj koloni ne sme biti upisana cifra 0. Nakon 20182

poteza, cifre u svakoj vrsti obrazuju po jedan 2018-tocifren broj, i cifre u
svakoj koloni obrazuju po jedan 2018-tocifren broj. Igraq A pobe�uje ako su bar
dva od ovih 4036 brojeva prosta, a igraq B pobe�uje u suprotnom. Koji igraq ima
pobedniqku strategiju?

5. Na�i sve prirodne brojeve m i k takve da se ispisivaǌem brojeva m! i k! jednog
iza drugog dobija faktorijal nekog prirodnog broja.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

1. Dat je 4ABC, nad qijom je stranicom AC kao nad preqnikom konstruisana kru-
�nica k. Kru�nica k prolazi kroz sredixte stranice BC, a stranicu AB seqe

u taqki D takvoj da va�i AD =
3
2
DB. Ako va�i AC = 60, izraqunati povrxinu

4ABC.

2. Na stranicama AB i BC paralelograma ABCD odabrane su taqke K i M , redom,
takve da va�i AK : KB = 2 : 3 i BM : MC = 2 : 1. Na�i odnos povrxina 4BKM i

4DKM , tj. izraqunati vrednost
P (4BKM)
P (4DKM)

.

3. Komplet od 55 domina sadr�i sve mogu�e kombinacije dva broja od 0 do 9, ukǉuqu-
ju�i i domine na kojima je dva puta isti broj. (Na slici su prikazane tri domine:
domina koja sadr�i brojeve 3 i 4, domina koja sadr�i brojeve 0 i 9, i domina koja
sadr�i dva puta broj 3.) Koliko taqkica ima ukupno u celom kompletu domina?

4. Neka su a, b i c prirodni brojevi.

a) Ako su ab i bc kubovi prirodnih brojeva, dokazati da je i a2c kub prirodnog
broja.

b) Ako su a4b, b8c5 i c7a kubovi prirodnih brojeva, dokazati da su a, b i c kubovi
prirodnih brojeva.

5. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

|x− |2x− |3x− 1||| = 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Koliko postoji qetvorocifrenih prirodnih brojeva koji se mogu zapisati pomo�u
cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ako sve cifre moraju biti razliqite i zbir cifara treba
da iznosi 15?

2. Kru�nica k upisana u trapez ABCD, AB ‖ CD, dodiruje stranicu AB u taqki E.
Ako va�i AE = 15, BE = 10 i CD = 8, odrediti polupreqnik kru�nice k.

3. Na�i najmaǌi prirodan broj n takav da broj n2 poqiǌe sa 2019 (tj. da va�i
n2 = 2019 . . . ).

4. U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti jednaqinu

x = a−
È

a2 − x
p

x2 + a2

u skupu realnih brojeva.

5. Popuǌavaǌe tablice 3 × 3 brojevima od 1 do 9 nazivamo magiqni kvadrat ako je
svaki broj iskorix�en taqno jednom, i pritom su zbirovi u svakoj vrsti, svakoj
koloni i na obe dijagonale svi me�usobno jednaki. Odrediti koliko postoji ra-
zliqitih magiqnih kvadrata 3× 3. (Dva magiqna kvadrata smatramo razliqitim
ako bar na jednom poǉu imaju upisane razliqite brojeve.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

24. februar 2018.

Tre�i razred – B kategorija

1. Na xahovskom turniru uqestvuje n xahista. Svako je sa svakim odigrao po k
partija. Odrediti sve mogu�e vrednosti za n i k ako su ukupno odigrane 224
partije.

2. Koliko rexeǌa jednaqine

sin 3x− sin x + cos 2x = 1

le�i u intervalu [2, 24]?

3. Rexiti sistem jednaqina

a + b = 8;

a2 + b2 + c2 = 32

u skupu realnih brojeva.

4. Osnova piramide SABCD je romb ABCD, sa uglom od 60◦ u temenu A. Du�ina
boqne ivice SA je jednaka du�ini stranice tog romba. Dokazati:

SB2 + SD2 = SC2.

5. Dokazati da jednaqina

p
x2 + 3x + 1 +

È
y2 − y + 3 = 2017

nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti povrxinu figure koja je u Dekartovom koordinatnom sistemu odre�ena
nejednaqinama:

x2 + y2 6 4(x + y − 1);

y 6
√

x2 − 4x + 4.

2. Odrediti koliko postoji trojki (a, b, c) prirodnih brojeva ne ve�ih od 2018 takvih
da su brojevi

24a + 2b + 2018c i 10c + 3a + 2018b

deǉivi sa 3.

3. Na stranici BC jednakostraniqnog 4ABC uoqena je taqka M . Dokazati:

MB ·MC = AB2 −AM2.

4. Tablica n×n popuǌava se brojevima 1, 0 i −1 na takav naqin da zbirovi brojeva
u svakoj vrsti i u svakoj koloni (ukupno 2n takvih zbirova) svi budu me�usobno
razliqiti. Da li je ovo mogu�e posti�i za:

a) n = 3;

b) n = 4?

5. U zavisnosti od realnog parametra a, ispitati koliko razliqitih realnih re-
xeǌa ima jednaqina

x3 − 3x = a.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


